





Abstract: Let X be a hermitian manifold. We take advantage of an isometric imbedding
X →֒ a higher-dimensional real Euclidean space for dealing with the complex structure and
the complex Levi-Civita connection. Its purpose is to make it much easier for students
to understand those concepts. We also state the conjecture that there will exist a non-
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(1) S2 ⊃ U1 = {(ξ, ζ, η) |η = 1} ∋ (ξ, ζ, η) に対し
て z = ξ + iζ
1− η とおき
U2 = {(ξ, ζ, η) |η = −1} ∋ (ξ, ζ, η)
に対しては w = ξ − iζ
1 + η
とおくと、
U1 ∩ U2 ∋ (ξ, ζ, η) に対しては w = 1
z
である。
U1, U2 を座標近傍、z, w を複素座標として、S2
上に複素多様体としての構造が定義される。
(2) 複素直線 (complex projective line) を CP (1)
で表す。P ∈ CP (1)の斉次座標を、z0, z1 とし、
P = [z0, z1]と記すことにする。
　 U1では (ξ, ζ, η) −→ [1, z]
　 U2では (ξ, ζ, η) −→ [w, 1]




(3) 斉次座標 (z0, z1)は 　 z0z0＋ z1z1 = 1 を満た
すとき、normalであると呼ばれる。したがって、
複素接続について 3
normal な斉次座標 (z0, z1) は、実４次元ユーク
リッド空間の単位球 S3 上の点の座標になる。そ
のとき、可換な図式
S3 ∋ (z0, z1) −→ [z0, z1] ∈ CP (1)
↓≀
S2
によってホップ写像 S3 −→ S2が定義される。縦
の同型は (2)で与えられたものである。
(4) 2× 2 複素行列 Aに対して、そのノルムを










(z0, z1) ∈ E4
から、等長な埋め込み





|z|2 + 1 , ζ =
z − z
i (|z|2 + 1) , η =
|z|2 − 1
|z|2 + 1

























とおき、他方 E3 の係数を複素数体 C に拡大し




, P˜ ′ =(
ξ˜′, ζ˜ ′, η˜′
)
に対して
< P˜ , P˜ ′ >= ξ˜ ξ′ + ζ˜ ζ˜ ′ + η η˜′
によって、エルミット内積を定義し、拡大された空
間をエルミット空間にし、E3で表す。(5)の ξ, ζ, η






































< e1, e2 > =
1
2(|z|2 + 1){(1− z)
2 − (1 + z)2 + 4z2}
= 0
でもある。また ξ2 + ζ2 + η2 = 1より
< e, P >=< e,P >= 0
が出るから、e, eは、P とエルミット直交するベ
クトルのなす空間の正規直交基になる。この空間
を、S2 の P における複素接空間と呼ぼう。P を
S2上に動かすと、その全体は S2上のベクトル束
になる。S2の接ベクトル束を T (S2)で表すと、そ
れは T (S2)⊗C と見なすことが出来る。これを複
素接ベクトル束と呼ぼう。
(6) 複素構造　偶数次元実ベクトル空間 E の、自
身への線型写像 J が
J2 = −1 (1は恒等写像)
を満たすとき、E の複素構造と呼ばれる。
先ず、e1 + e2, i(e1 − e2)が、点 P における S2
の接空間 TP (S2)の基底であることを注意する。
線型写像 JP を
JP (e1 + e2) = i(e1 − e2)
JP (i(e1 − e2)) = −(e1 + e2)
4 前橋 敏之
によって定義すると、JP は TP (S2)の複素構造の
場 J を与える。これを簡単に T (S2)の複素構造
と呼ぶことにする。(係数体の拡大によって、)J
を T (S2)⊗ C上の場にすると、
JP (2e) = J(e + e)− i(i(e− e))
= i(e− e) + i(e + e) = i(2e)
JP (e) = J(e + e) + i(i(e− e))
= i(e− e)− i(e + e) = −i(2e)
であるから、Ceは JP の固有値 iに属する固有空
間、Ceは −iに属する固有空間になる。
(7) 絶対微分　 S2 の上の接ベクトル場 v とは S2
の各点 P に TP (S2)のベクトル vP を (可微分的
に)対応付ける規則である。T (S2)の切断である
と言ってもよい。P + dP ∈ S2 を P の近傍の点
とする。そのとき vの絶対微分 (Levi-Civita接続
による)とは vP+dP を TP (S2)に正射影したもの
から vP を差し引いたものである。それをDvで
表すと
Dv = dv − (dv, P )P = dv + (v, dP )P
となる。これは
Dw = dw− < dw, P > P
と置くことによって、複素接ベクトル場に拡大出
来る。
De = w1e+ w2e とおくとDe = w1e+ w2 e
一方、< e, e >= 1, < e, e >= 0より
w1 + w1 = 0, w2 + w2 = 0
2w2 = 0
が出るから、実際は
De = w1e, De = w1 e
となる。このことから、
JDv = JD(v1e+ v2e)
= J{(dv1 + v1w1)e} − J{(dv2 + v2w1)e}
= iD(v1e)− iD(v2e)









とにし、N と S とを大円で結ぶ。そのとき、ベ

















(v, dP ) = 0⇐⇒ dη = 0
だから、vは経度線に沿うベクトル場である。




(0, 0, 1)− dη
η
P
= dP − dη
η
(
ξ, ζ, η − 1
η
)
= dP + (v, dP )v
ここで
v = v∧e+ v∧e
とおくと
dP = dze+ dz e
複素接続について 5
だから
(v, dP ) = h(v∧dz + v∧dz)
hv∧ = v∧, hv
∧ = v∧ とかくと、












v∧;− = 1 + v∧v
∧
結局 v∧;+ = 1 + v∧v∧v∧;− = v∧v∧








(9) 高次元エルミット空間 Eを 2n次元実ユーク
リッド空間とし、複素構造 J が与えられていて、
ユークリッド内積 (x, y) (x, y ∈ E) との間に
(Jx, Jy) = (x, y)
が成り立っていたとする。直ちに
(x, Jy) + (Jx, y) = 0
であることが判る。Eの係数をCに拡大して、EC
とする。つまり、
EC = {x+ iy|x, y ∈ E}
とする。z = x+ iy, w = u+ iv ∈ EC に対して、
2 < z,w >= (x, u) + (y, v) + i{(y, u)− (x, v)}
とおくと、< z,w >は EC のエルミット内積にな
る。J の ±i に属する固有空間を E± で表すと、
EC = E+ + E−
であるが、
E ∋ x ι−→ x− iJx ∈ E+
によって、E と E+ は J‐同型になる。つまり、
ιJ(x) = iι(x)
また、
< ιx, ιy >= (x, y) + i(x, Jy) ①
である。また、E+ と E− は (エルミット) 直交
する。
< x± iJx, y ± iJy >= (x, y)∓ i(x, Jy) ②
であるから、e, e′ ∈ E が直交すれば、e¯, e¯′も直交
する。
したがって、f1, · · · , fn ∈ E を①に関して正
規直交する基底とすると、ei = ι(fi) (i =
1, · · · , n)とおいて、
e1, · · · , en; e¯1, · · · , e¯n (ei¯ = e¯iとおく） ③
は EC の正規直交基底となる。もっと一般に、














































vα¯ = v¯α (α = 1, · · · , n)
である。 < v,w >= < w, v >より、直ちに
gβα¯ = g¯αβ¯ ④
が出る。また、② より、< v¯, w¯ >= < v,w > だ
から gα¯β = g¯αβ¯ 、従って
















点から E+, E− の双対空間を考察する。
E+ の双対空間 E+∗ と E− との間に
E− ∋ v ∼−→< , v¯ >∈ E+∗
なる自然な同型が、エルミット型式を用いて導入
される。E+ の基底 e1, · · · , en の双対基底に E−
の基底 ∑












となる。同様に E− の双対空間 E−∗ と E+ との
間に自然な対応がエルミット型式によってついて∑
gαβ¯eα

























す。p ∈ X の複素座標
zα = xα + iyα (α = 1, · · · , n)

















































< Jv, Jw >=< v,w >より、eα¯ と eβ は互いに
（エルミット）直交することが判る。X の上のベ
クトル場 v が与えられたとする。点 p の近傍の





Dv = dv− < dv, p > p










































Dv = dp+ < v, dp > v












{１点 }+ Cp(n− 1))
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